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VOLUME ET RAYON DΊNJECTIVITE DANS LES VARIETES
RIEMANNIENNES DE DIMENSION 3
MARCEL BERGER*
(Received November 26, 1975)
On demontre que toute variete riemannienne compacte de dimension 3, de
volume v(g) et de rayon d'injectivite i(g)> verifie Γinegalite
1. Enonce du resultat
Dans [2] on a pose la question de savoir si, pour tout entier w>2, il existe
un reel k(ri)>0 ayant la propriete suivante: quelque que soit la variete rieman-
nienne compacte (M, g) de dimension n, son volume v(g) et son rayon d'injec-
tivite i(g) vέrifient Γinέgalite
(rappelons que le rayon d'injectivite d'une variete riemannienne compacte est
le plus grand reel r tel que Γapplication exponentielle exp
w
: T
m
M-*M soit un
diffάomorphisme sur son image quand elle est restreinte a la boule J5(0W, r) de
T
m
M).
On trouvera dans [2] une reponse affirmative a cette question pour n=2 et
4 . .pour la constante k(2)= — , qui est la meilleure possible et caracterise les sphέres
π
munies d'une mέtrique riemannienne a courbure sectionnelle constante. Dans
le present travail nous demontrons Γexistence d'un k(3) έgal i — (corollaire) la
6
valeur obtenue n'est pas la meilleure possible. Ce resultat suit immediatement
d'une proposition (proposition 2) sur les spheres riemanniennes de dimension 2,
evidente pour les spheres de dimension 1 et dont Γextension aux spheres de di-
mension n resoudrait Γexistence d'un k(n-{-l).
* Ce travail a etέ commencέ pendant un sejour de Γauteur a 1'Universite d'Osaka a Γaide de
la Japan Society for Promotion of Science.
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2. Reduction a un resultat sur les spheres riemanniennes
Considάrons la sphέre SndRn+1 et son application antipodale S n 3 x t— > #'=
— χ^Sn induite par la symόtrie #ι-» — # de JRM+1 autour de Γorigine. Soit £
une mέtrique riemannienne quelconque sur Sn et posons, pour la structure
d'espace metrique d que determine g sur 5Λ:
Pour un entier n^\ notons H
n
 Γ assertion "il existe un reel h(n)>0 tel que, quelle
que soit g, le volume v(g) (aire a(g) si n=2, longueur l(g) si n=\) de (Sn, g) verifie
On a evidemment, pour n=l: l(g)^2j(g) pour toute g (et on a utilise ceci dans
la demonstration du lemme 2.2. de [2]). On a alors la
Proposition 1. Si H
 n
-l est vraie, alors toute variete riemannienne compacte
(M, g) de dimension n verifie
II s'agit en effet de Γextension naturelle de la demonstration du lemme 2.2.
de [2]. Fixons m<=M et pour tout t e| 0,^ 1 notons S(t) la sphέre S(t) =
{x e M: d(m, x) — t} . Choisissons un isomorphisme d'espaces euclidiens
f:T
m
M^Rn quelconque; on en dέduit pour t donne un diffόomorphisme
/: S(ΐ) -> 5"-1 en posant
' /= 6^0/oexp-1 , oύ θ: Rn\QΞ=>x ^* xf \\x\\ <=ΞSn~l
Considerons alors sur Sn~l la structure riemannienne g=f*(g\S(tύ> image
induite par / de la structure riemannienne induite par g sur la sous-variέtέ S(t).
Deux points xy y e S(t) situάs sur une meme geodέsique passant par my de part
et d'autre de m et a la distance f, sont tels que /(tf), f(y) sont antipodes de 5n~r.
Comme ^(Λ:, jy)==2ί</(^), toute courbe tracέe dans S(t) et d'extrέmitέs χ9 y
aura une longueur supέrieure ou egale a 2t par definition meme de i(g). Ce qui
implique que pour (Sn~l, g) et pour la metrique riemannienne g introduite
precedemment on a:
Par hypothese on a done v(S(t), g\sω)= v(s"~l> g)^h(n—\}(2t)n-1.
D'apres la formule classique qui dit que le volume d'une boule est
Γintegrale par rapport au rayon du volume des spheres qui la composent (cf. par
exemple [4], 3.2.11) on a bien
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Maintenant, en prenant n^M tel que d(m, n)^i(g), on met dand M deux boules
disjointes et de rayon *(£)/2, d'oύ la proposition.
Nous demontrerons dans le n°5 la
Proposition 2. V assertion H2 est vraie avec h(2)=^~
d'oύle:
Corollaire. Pour toute variete riemannienne de dimension 3 on a
La demonstration de la proposition 2, qui sera donnee dans le n°5, repose
sur Γetude des n°3 et 4. Elle consiste a etudier, un a^S2 etant fixe, les
ensembles isoteles /(#, r)= {#eS2: </(#, #)=r}. Si r<i(g), ce sont des courbes
fermees simples, diffόomorphes au cercle S1, mais, si r>i(g), il n'est est plus
nέcessairement de meme. Dans le n°4 nous demontrerons (proposition 4) que
les I(a, r) sont, dans le cas analytique au moins, des reunions finies de courbes
fermees simples. II est alors facile d'en deduire que, pour r convenable, la
longueur de /(#, r) est minoree en fonction de r, d'oύ le resultat par integration
(encore la formule 3.2.11 de [4]!).
REMARQUES,
Ni la constante k(3)= — , ni la constante h(2)= — n'est la meilleure pos-
6 2
sible.
La proposition 2 est une generalisation faible d'un theoreme de Pu (cf . par
exemple [1], p. 1); si en effet la metrique riemannienne considereeg sur S2 etait
invariante par antipodie elle passerait au quotient en g sur le projectif P2 et,
pour (P2, g), le nombrey(^) serait la borne inferieure des longueurs des courbes
9
non homotopes de & 0 de P2. Le theoreme de Pu entrainerait #(#)> — J2(g)>
π
A.
d'ou a(g)~2a(g)^ _ J2(g) La proposition 2 generalise done le theoreme de Pu
π
aux metriques riemanniennes sur S2 non necessairement invariantes par anti-
podie mais, en echange, avec une constante non optimale.
L'assertion H
n
 n'a de sens que pour la sphere S" ou, en tout cas, que pour
certaines varietes. En effet, considerons sur le tore T2 et, pour tenir lieu
d'antipodie, un diίfeomorphisme involutif sans point fixe/. II est vain d'esperer
que Γon ait, pour toute metrique riemannienne g sur T2:
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avec
 λ>° et J(g) = i
II suffit de considerer les metriques riemanniennes induites sur des tores de
revolution de I?3, a grands paralleles mais petits meridiens, Γ application / etant
la symetrie autour de Γaxe de revolution: a(g) peut etre aussi petit que Γon veut
tandis φιej(g) reste grand.
3. Quelques precisions sur le cut-locus des spheres riemanniennes
analytiques
Nous utilisons de facon essentielle les resultats de [7]. Ici (S2, g) est la
sphere S2 munie d'une metrique riemannienne analytique et a un point fixe de
S2. Considerons le cut-locus C(a) de a (appele lieu des points minimum dans
[7]; nous adoptons la terminologie maintenant standard, cf. au choix: [6], p. 96,
[5] p. 97, [3] p. 237).
D'apres [7], C(ά) est un arbre fini, forme d'arcs analytiques fermes constituant
ses branches. L'ordre de x^C(a) est le nombre k de geodesiques distinctes
joignant a & x et de longueur έgale a d(a, x)=r (cf. [7], p. 386); il est fini & la
seule exception du cas ou toutes les geodesigues issues de a et de longueur r ont
x pour extremite commune (et alors C(a) = {x}). On notera %, ••',fγk ces k
geodesiques minimales. Si &>3, cet order est aussi le nombre de branches de
C(α) d'origine x ([7], p. 388).
D'apres [7], lemma 10, p. 386, si k=l, c'est que x est une extrέmitέ libre
d'une branche δ de C(ά) et alors les geodesiques issues de a, et voisines de 7ι
enveloppent un arc analytique (conjugate-locus) ayant en x un point de rebrous-
sement de premiere espece (figure 4).
Si k=2, alors (cf . [7], lemma 1 1) x est un point ίnterieur une branche δ de C(ά)
d'apres [9], p. 243, le vecteur tangent δ'(#) a δ en x fait des angles έgaux avec
ceux 7ι(x)> 72f (x) de γly γ2 en x (ce que Γon peut appeler la condition de bissection).
Sur toute branche δ de C(d) on a le:
Lemme 3. Lafonctίonf=d(a, )| δ n' est pas constante.
Noter que le lemme est faux sur le projectif reel P2, muni d'une metrique
courbure ά constante. On precede par Γabsurde en supposant done / constante
la formule de la variation premiere montre alors que eγ
ί
'(χ)= — 72/(Λ;) pour tout
Λeδ, ce qui entraine que chaque reunion λ=γ1U72
 est un un
 lacet geodesique
d'origine a. Ceci ayant lieu pour tout x^S, on obtient une famille analytique
{X(ΛJ)} de lacets geodesiques en a, famille qui se prolonge indefiniment au-del£
de δ. Or le theoreme de Jordan entraine que ces lacets sont contenus les uns
dans les autres; un jour done leurs tangentes en a devraient finir par coincider,
ce qui est absurde (figure 1).
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II resulte du lemme que Γon peut distinguer quatre cas pour un point x d'ordre 2
de C(ά) et la nature de la fonction /:
CAS II. 1. Les tangentes 7/(tf), 72'(x) ne sont Pas orthogonales a δ.
Alors la fonction / est a dόrivέe premiere non nulle sur δ, au moins loca-
lement en x (figure 5).
CAS II. 2. On a 7/(x)y Ύ2'(x) orthogonales a δ et la premiere derivee non nulle
de f en x est d'ordre impair.
Alors/est strictement monotone au voisinage de x (figure 7).
CAS II. 3. On a 7/(tf), Ύ2f(χ) orthogonales a 8 et la premiere derivee non nulle
de f en x est d'ordre pair et positive.
Alors/admet en x un minimum local strict (figure 12).
CAS II. 4. On a 7ι(x)y Ύ2'(χ) orthogonales a 8 et la premiere derivee non nulle de
f en x est d'ordre pair et negative.
Alors/admet en x un maximum local strict (figure 9).
Si x est d'ordre k>3 on peut aussi distinguer les cas suivants:
CAS III. 1. Tons les vecteurs 7/(x) (i=l, •••, k) tangent en x aux geodestques
mίnimales joignant a a x sont dans un nieme demί-plan ouvert de TXS2.
Indexons les γ, en sorte que le secteur angulaire dάfini par 7ι(x) et 7/(#)
contiennent tous les autres γ/(#) (ί=2, •••, k— 1). La condition de bissection
implique qu'il existe une branche δ de C(a) d'origine x dont le vecteur tangent
8'(x) fait avec tous les %'(#) (ί=l, •••, k) des angles obtus. Ce qui entraine que
la fonction d(a, •) sur δ est, localement en x, strictement croissante a partir de
x (figure 6).
CAS III. 2 // n*existe aucun demi-plan ferme de TXS2 contenant tous les 7t(#)
* =1,-,*).
La condition de bissection entraine alors que, sur toute branche de C(a)
d'origine x, la fonction d(a, •) est strictement dέcroissante a partir de x. Done
la fonction d(a, •) sur S2 admet en x un maximum local strict (figure 11).
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Supposons n'etre ni dans le cas III. 1., ni dans le cas III. 2. C'est done qu'il
existe un demi-plan fermό K de T
x
 S2 contenant tous les 7/(#) et dont la droite
frontiέre Fr K porte rγ1
/(x)= — γk'(x) figure 8 ou 10).
II existe done une branche d'origine \x de C(ά) telle que 8'(x)$K et orthogonale
& Fr K en x. D'apres le lemme 3 deux cas seulement restent possible:
CAS III. 3. On af localement croissante a partir de x sur 8.
CAS III. 4. On a f localement decroίssante a partir de x sur 8.
En particulier la function d(ay •) sur S2 admet en x un maximum local strict.
4. Structure des isoteles dans les spheres riemanniennes analyti-
ques
Dans ce n° on considέre toujours une mάtrique riemannienne analytique g
sur S2. On appelle isotele de (52, g) tout ensemble I(a, r) ou a^S2, r^R+ et
dάfini par /(#, r)={x^S2: d(a, x)=r}. La structure des isoteles va se deduire
facilement du w°3:
Lemme 4. Pour tout isotele I(a, r) et tout #e/(α, r), la structure locale
en x est Vune des suivantes:
(i) x est un point isole
(ii) I(a, r) estf localement en x, un arc de Jordan]
(iii) I(a, r) est, localement en x, la reunion de deux arcs de Jordan passant par
x et n* ay ant que x en commun.
Nous distinguons plusieurs cas possibles, dont le «°3 montre qu'ils έpuisent
la situation. Les figures y rάfέrέes exhibent les geodόsiques voisines des γf ainsi
que les isotdes voisins de /(α, r), qui en sont les trajectoires orthogonales.
Premier cas: x$C(a) (figure 2).
Comme d(a, •)= s est alors une fonction anal)rtique sur S2 & diffέrentielle
non nulle en #, c'est que I(a, ή—s'^r) est, localement en xy une sous variέtό
analytique de dimension 1 on est dans (ii). Cette sous variέtό est la trajectoire
orthogonale, passant par xy des gάodόsiques issues de a et voisines de Γunique
gάodόsique minimale γ de a & x.
Deuxieme cas: C(a)= {x} (figure 3).
On est dans (i).
Troisieme cas: x^C(ά) et k=l (figure 4).
Alors I(a, r) est, localement en x9 la trajectoire orthogonale qui passe par
x des gάodέsiques voisines de OΊ; d'apres le n°3 c'est un arc de Jordan. On
prendra garde que, contrairement e ce que le dessin peut laisser penser, que ce
n'est pas une sous variέtά C2, puisque on ne peut pas parcourir cette courbe avec
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une vitesse non nulle en x, car alors sa courbure serait infinie (les vieux auteurs
appellaient "piriforme" un tel point singulier).
Quatrieme cas: cos II. 1 ou cas I I 1.1 du n°3 (figure 5 ou 6).
Dans Γun ou Γautre de ces deux cas, I(ay r) est la reunion, localement en x,
de deux demi-arcs analytiques reguliers, d'origine x et de tangentes t', t" telles
que t'Φ ±ί". On est done encore dans (ii).
Cinquieme cas: cas II.2 ou cas III. 3 du n°3 (figures 7 ou 8).
Alors I(a, r) est, localement en x, la reunion de deux demi-arcs analytiques
reguliers, d'origine x et de meme tangente en x egale & δ'(x). En outre ces deux
demi-arcs n'ont que x en commun, on est done dans (ii).
Sixieme cas: cas IIA ou cas III. 2 ou cas IIIA dun0 3 (figures 9 ou 10 ou 11).
Dans chacun de ces cas, x est isole dans S2y on est done dans (i).
Septieme cas: cas II. 3 du n°3 (figure 12).
On est dans les cas (iii) car I(a, r) est localement en x la rόunion de deux
sous-varietes analytiques de dimension 1, de meme tangente en # egale a δ'(x) et
n'ayant que x en commun.
Proposition 4. Tout isotele non vide et non reduίt a un point est rέunion
d'un nombre finί de courbes fermees simples de Jordan de S2.
En effet, a et r etant fixes, I(a, r) Π C(ά) est un ensemble fini; c'est en eίfet
un compact et tous ses points sont isoles d'apres Γόtude prάcάdente. / &e^ coni-
plementaire I(ay r)\C(a) est done une reunion finie de sous-varietes F, analyti-
ques de dimension 1. Considerons leurs adherences Ft; Γetude precέdente
montre encore qu'une extrάmite d'une telle Ϋ{ est necessairement aussi une ex-
tremite d'une Vj (ί=j=j); en outre des V{ n'ont d'extrόmites en commun que deux
^ deux ou quatre ά quatre (dans le seul cas (iii)). DΌύ la proposition.
figure. 2 figure. 3
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Coujugante locus
figure 6
figure 5
figure 7
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5. Veracite de H2
On se ramene d'abord a dέmontrer H2 pour des metriques riemanniennes
analytiques; en effet a(g) etj(g) sont continues eng et toute metrique rieman-
nienne peut etre approchee par des£ analytiques: [10], p. 668 (alinea suivant le
lemme 24) combinά avec [8], p. 63.
Supposons donc£ analytique, fixons a^S2 tel que d(a, a')=j(g), oύ af est
Γantipode de α. Fixons aussi une geodesique minimale 7 de a a a' et para-
metrons la par la longueur de Γarc r de a a a! . Pour tout ?e]0, /(#)[, il existe
d'apres la proposition 4 une courbe fermee simple de Jordan Δ(r)C/(α, r) et
passant par γ(r). D'apres le theoreme de Jordan (on utilise ici que Γon est sur
S2!) la courbe Δ(r) separe S2 en deux regions A et B, Γune A contenant a. Je
dis que a'^B\ en effet 7(r)φC(α) puisque 7 est prolongeable en une geodesique
minimale au-deld de γ(r) et alors la courbe Δ(r) est localement en γ(r) une
sous-variete de dimension 1 transverse a γ. En outre γ ne peut plus couper
/(«, r) au-del^ de γ(r).
r(s)=(δ(u)Y
figure 13
Considerons alors δ, Γarc image 7 de par Γantipodie; il va de a! a a done
rencontre Δ(r) en au moins un point δ(w). Distinguons maintement deux cas,
selon la position sur 7 de Γantipode (8(u)Y de 8(u):
l°/
:
 (S(u)Y = Ύ(s) avec
2°/: (8(u)Y = 7(5) avec
Les deux points 7(r), 8(u) divisent la courbe fermee simple Δ(r) en deux
arcs de Jordan Δ'(r), Δ"(r). Les deux reunions Δ'(r) U 7* et Δ"(r) U 7r, avec
la restriction 7' de 7 de r a ί, sont des arcs de Jordan d'extremites antipodes
7(ί) et δ(w); done, par definition dej(g), on a:
long(Δx(r) U Ύr)^j(g) et long(Δ//(r)U Ύr)^j(g)
Comme long(7£)= |r—ί | et eu egard aux deux cas distinguόs plus haut,
on obtient en additionnant long(Δ/(r)) et long(Δ/r(r)):
long(Δ(r))>2(y(^)- |r-ί|)>inf {2r, 2j(g)-2r}.
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Appliquons maintenant la formule 3.2.11 de [4] a Γ application distance
d(a, .): S*\C(a)^R;
puisque C(ά) est de mesure 0 on a :
a(g) = a(S*\C(a))> Γ^long^β, r)\C(a))dr .
Jo
Comme le «°4 le montre, I(a, r) Π C(a) est compose depoints isoles, d'oύ
long(/(β, r)\C(α)) = long(/(β, r))>long(Δ(r)); ainsi:
.
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